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Àííîòàöèÿ: Èçó÷àþòñÿ äåéñòâóþùèå â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå çàäàííûå

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé ñ òàêèìè îïåðàòîðàìè.
Â ðàáîòå [1] äëÿ îòîáðàæåíèé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ââåäåíî ïîíÿòèå âîëüòåððîâîñòè íà

ñèñòåìå îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé ñ òàêèìè îïåðàòî-
ðàìè. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ñèñòåìû îòíîøåíèé ýòî ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíî ðàçëè÷íûì
èçâåñòíûì òðàêòîâêàì ñâîéñòâà ýâîëþöèè, ïðè÷èííîñòè îïåðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå êëàññè÷åñêîìó
îïðåäåëåíèþ âîëüòåððîâîñòè ïî À.Í. Òèõîíîâó. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ âîëüòåððîâûå îïåðàòîðû,
äåéñòâóþùèå â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè ∼. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè x̄, ū ïîëîæèì

dX(x̄, ū) = inf
x∈x̄, u∈ū

ρX(x, u). (1)

Åñëè ôîðìóëà (1) çàäàåò ìåòðèêó â ôàêòîð-ìíîæåñòâå X/∼, òî áóäåì íàçûâàòü
(
X/∼, dX

)
ìåò-

ðè÷åñêèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Åñëè ôîðìóëà (1) çàäàåò ìåòðèêó â ôàêòîð-ìíîæåñòâå X/∼, òî

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå X îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ x, u, xi, ui ∈ X, i = 1, 2, . . . , èç ñîîòíîøåíèÿ xi ∼ ui, âûïîëíåííîãî ïðè âñåõ i, è
ñõîäèìîñòè ρX(xi, x) → 0, ρX(ui, u) → 0, ñëåäóåò x ∼ u.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, è ïóñòü äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè x̄ åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëî-
æèì, òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(d2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0, äëÿ ëþáûõ òðåõ êëàññîâ x̄, ū, w̄ ∈ X/∼ ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåí-

òû x ∈ x̄, u ∈ ū, w ∈ w̄, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ρX(x, u) + ρX(u,w) 6 dX(x̄, ū) +
+ dX(ū, w̄) + ε;

(d∞) äëÿ ëþáûõ êëàññîâ x̄i ∈ X/∼, i = 1, 2, . . . , åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

i=1 dX(x̄ix̄i+1), òî ìîæíî
òàê âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî êëàññà xi ∈ x̄i , ÷òî ðÿä

∑∞
i=1 ρX(xi, xi+1) òàêæå

ñõîäèòñÿ.
Òîãäà ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â ôàêòîð-ìíîæåñòâå X/∼, ïðè÷åì

(
X/∼, dX

)
ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü êàæäîìó γ ∈ [0, 1] ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ϑX(γ) íà
ìíîæåñòâå X. Íàçîâåì ýëåìåíòû x, u ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó áèíàðíîìó îòíîøåíèþ, ϑ(γ)-
ýêâèâàëåíòíûìè. Îáîçíà÷èì xγ � êëàññ ϑX(γ)-ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ X. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñîâîêóïíîñòü

VX = {ϑX(γ) | γ ∈ [0, 1] }
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ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîøåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (v), åñëè:
(v0) çíà÷åíèþ γ = 0 ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèå ϑX(0) = X2 (òî åñòü ëþáûå äâà ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ

ϑX(0)-ýêâèâàëåíòíûìè);
(v1) çíà÷åíèþ γ = 1 ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèå ðàâåíñòâà (òî åñòü íèêàêèå äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà

íå âñòóïàþò â îòíîøåíèå ϑX(1));
(vγ) èç γ > η, ñëåäóåò ϑX(γ) ⊆ ϑX(η) (ëþáûå äâà ϑX(γ)-ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòà áóäóò ϑX(η)-

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè γ > η).
Ïóñòü (X, ρX) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíà óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðå-

áîâàíèÿì (v) ñèñòåìà VX îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ëþáîì
γ ∈ [0, 1] êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóò, à ôàêòîð-ìíîæåñòâî X/ϑX(γ) îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè

ρX/ϑX(γ)(x̄γ , ūγ) = dX(x̄γ , ūγ) = inf
x∈x̄γ , u∈ūγ

(x, u)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì. Äàëåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (Y, ρY ) òàêæå çàäàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè

VY = {ϑY (γ) | γ ∈ [0, 1] },
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (v); ïðè ëþáîì γ ∈ [0, 1] ôàêòîð-ìíîæåñòâî Y/ϑY (γ) îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè

ρY/ϑY (γ)(ȳγ , w̄γ) = dY (ȳγ , w̄γ) = inf
y∈ȳγ , w∈w̄γ

(y, w)

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì (ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ Y, Y/ϑY (γ) è çàìêíóòîñòü
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ȳγ ⊂ Y íå òðåáóåòñÿ).

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð F : X → Y áóäåì íàçûâàòü âîëüòåððîâûì (íà ñèñòåìàõ VX , VY

îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè), åñëè äëÿ êàæäîãî γ ∈ [0, 1] è ëþáûõ x, u ∈ X èç (x, u) ∈ ϑX(γ)
ñëåäóåò (Fx, Fu) ∈ ϑY (γ). Òàêèì îáðàçîì, âîëüòåððîâûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ïðè ëþáîì γ ∈ [0, 1]
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, îòîáðàæàÿ ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X â ýêâèâàëåíòíûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y .

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà âîëüòåððîâûõ íà ñèñòåìàõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè îïå-
ðàòîðîâ, èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé ñ òàêèìè îïåðàòîðàìè.
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Abstract: The operators that act in metric spaces and preserve the given equivalence relations are studied.
The solvability of equations with such operators is under discussion.
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